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将基于计算数学中Forsyte广义正交多项式的迭积微分算子引入到地震波动方程的一阶速度——应力方程

的空间微分运算中去，并采用时间错格有限差分算子替代传统的差分算子以匹配高精度的空间迭积微分算子，从而

发展一种全新的地震波场正演模拟方法，来解决复杂非均匀介质模型中的波场传播问题．为了大幅衰减人工边界引

起的反射，本文将完全匹配层( Perfectly Matched Layer，PML)吸收边界条件引入到所构建的方法中，以解决迭积微分

算子法的边界问题．以二维波动方程为例，用迭积微分算子法实现了双相介质的地震波场正演模拟，模拟结果表明，

双相介质模型较好地解释了合流体孔隙特性．同时也表明迭积微分算子法是一种非常实用、有效的数值模拟方法．
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Abstract  The key issue in this paper is to introduce the convolutional differentiator based on Forsyte generalized

 orthogonal polynomial in mathematics into the spatial differentiation of the first velocity-stress equation.  To match the

high accuracy of the spatial differentiator, this method in the time coordinate adopts staggered grid finite difference

instead of conventional finite difference to model seismic wave propagation in heterogeneous media. To attenuate the

reflection artifacts caused by the artificial boundary, the Perfectly Matched Layer (PML) absorbing boundary is also

 considered in the method to deal with the boundary problem due to its advantage of automatically handling large-angle

emission. This paper constructs the constitutive relationship for two-phase media, and further derives the first-order

velocity-stress equation for 2D two-phase media. Numerical modeling using the CFPD method is carried out in the

above-mentioned media. The results modeled in Biot two-phase media can better explain the liquid pore characteristics

 and can also prove that CFPD is a useful numerical tool to study the wave propagation in complex media.
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0  引  言

    双相弹性介质理论认为实际的地下介质是由固

相、液相组成的，固相的多孑L隙骨架是均匀的、各向

同性的弹性固体；液相的充满孔隙空间的物质是具

有粘弹性的、不可压缩的流体．特别是含油储层具有

较大的孔隙度，表现出明显的双相介质性质‘1'2]．双

相介质理论与单相介质理论不同，双相介质理论充

分地考虑了介质的结构、流体与气体的特殊性质、局

部特征与整体效应的关系，因此，双相介质理论更能

准确地描述实际地层结构和地层性质，自然也就更

能适应越来越复杂的油气储藏勘探的实际需要，从

而引起了国内外地震学家和勘探地震学家们的高度

重视，由此而发展起来的正演和反演研究具有更好

的应用前景．地震波数值模拟是认识复杂介质中地

震波传播规律的有效途径之一．目前，双相介质的地

震波数值模拟研究已取得了长足的进展口~10]．迄今

为止，地震波场正演模拟的数值算法有很多，每一种

方法都存在其自身的优越性与局限性[11,12]．尽管褶

积微分算子不是一个新的概念，但早期的相关方

法[13—16]都是基于傅氏变换的褶积微分算子，其精度

仅稍高于四阶有限差分的精度，本文是以计算数学

中的 Forsyte广义正交多项式插值函数[17]为基础，

构建一个新的褶积微分算子，将该算子引入到 Biot

双相介质一阶速度——一应力方程的空间微分运算

中去，采用时间错格有限差分算子替代普通的差分

算子以匹配高精度的褶积微分算子，从而构造一种

全新的地震波场数值模拟方法．该方法同时具有广

义正交多项式方法的高精度和短算子低阶有限差分

算法的高速度‘18 ,19]．通过对算子长度的调节及算子

系数的优化，可同时兼顾波场解的全局信息与局部

信息．

    在进行波动方程数值模拟时，考虑到计算机的

有限内存及有限计算时间，要对考虑问题的无限区

域进行截取，使进行中的数值模拟在有限的区域内

完成，即可以在有限的区域中得到较高精度的无限

空间解，为此，需要引入人工边界来达到此 目的，但

这样会在人工边界处产生人为反射，如不消除或者

压制这种虚假反射，就会影响数值模拟的结果和精

度．边界吸收的方法很多[20—22]，可谓举不胜举，但是

真正能有效的用于本文所构造的迭积微分算子法数

值模拟 的却少 之又少．通过模拟实例，证 明了

PMLc23—25]边界能比较好的适用于本文所构造的方

法，因此本文采用 PML吸收边界条件，

    本文以二维波动方程为例，建立了双相介质中

PML吸收边界条件，首次用迭积微分算子法实现了

双相介质的地震波场正演模拟，并通过数值模拟对

双相各向同性介质中的弹性波传播特征进行了分

析．

1  Forsyte广义正交多项式迭积微分算子求

  导原理

  首先我们给出 Forsyte多项式微分算子．

Forsyte多项式是一个广义正交多项式，其插值函数

可写为：

    cp(x)= CoP.(z)+∑GPJ(z),    (1)

    j=l

其中

    Po -1，

    P1 (X)=  (x -口1)Po (x)，

    P2(r)= (z—a2)P1(z)一J81 Po(z),

    P3(X)= (x-a3)P2(x)-[3ZPl(x),

    Pj+1 (X)=  (x - aj+l)Pj cX)-PiPi-1 (x),

    一 去薹∞

    ∑z。P jz (xi)

  aj+，= i-l——一 ，

    ∑ Pj2 (X,)

    f=1

    ∑ x；PJ (Xi )P』一l(Xi)

岛一三Li————一 ，

    ∑ P}，(xi)

    i-l

    ∑ ，(xi )P。(xi)

    Co -生Li一    一，

    ∑ P2 (xl)

    i-l

    ∑ ，(xl )P，(z：)

  Cj -兰L_一    -，

    ∑ Pj (xl-)

    i-l

，(xi)为被插值函数厂(x)在点xi处的值．式(1)中

的P。(x)，⋯⋯只+，(z)定义为Forsyte多项式系

统．

    对(1)式中的z求导，可得：

  97(z)一虫瓷手2一c．+∑ GP 7，(z)，  (2)

    j=2



  P'j (x，一≮ 竽 ，

  P71(z)一Po(z)，

  P72(z)=P1(z)+(X-a2)P71(z),

  P73 (X)= P2 (X)+ (X -a3)Pt2 (X)

    -岛P'1 (x)，

    P'j+1 (X)一Pj (x)+ (x - aj+l)P7j(z)

    -PiP'j-l (X).

    Forsyte多项式微分算子可写为

  旦 一c．+莹 CJP，j(z)，     (3)

  dx -

    j=2

其中

    ∑ P，（xi’

G 一生上一

    ∑ Pj2 (Xt'

    i-l

此处的Cj不同于(2)式中的Cj．
    将上述微分算子(3)离散化可得

    d．（边z)-c.+∑ Cj P'，（rAx）．    (4)

    j=2

这里，i为采样指标，缸 为沿着x轴的采样间隔，就

实际应用而言，须将微分算子截成短算子．这势必引

起Gibbs现象，另外，多项式的引入还将引起 Runge
现象，为了消除这些现象，必须采用窗函数以截断长

微分算子．本文采用的是下列Gaussian窗函数：

  硼（挖）一ce-a2， I咒l=0，1，2，⋯，mx  (5)

其中mx为单边截断长度的采样数，c为常数，a(0.1

≤a≤0. 75)为衰减因子．将微分算子(4)用式(5)截

  断并锯齿化后，可得如下实用的一阶迭积微分算子：

    (一1)'di(iAx)w(i)，

    i -1，2，⋯,m

    dl (rAx)=

    -d1(jAx)，

    i=一1，一2，⋯，一m，j =-i

    (6)

    d1(OAr)一0．

    类似地，二阶迭积微分算子可写为

    d2 (i△x)一dl(iAx)*d1(i△x).    (7)

  通过对算子长度的调节及算子系数的优化，可同时

  兼顾波场解的全局信息与局部信息，本文运用算子

  长度为9点的一阶迭积微分算子求解波动方程.9

  点迭积算子的最优权系数为：

    -9.135778624087487E-004,

    6. 215276667089320E-003,

    -2. 450472852706014E-002,

    8. 399311520683385E-002,

    0. OOOOOOOOOOOOOOOE+OOO,

    -8. 399311520683385E-002,

    2. 450472852706014E-002,

    -6. 215276667089320E-003,

    9.135778624087487E-004,

  可以看出，算子的系数是反对称的．

  2  Biot双相介质一阶速度一应力方程
    从Biot介质的本构方程出发，可以建立一阶速

  度一应力波动方程各分量形式如下：

    固相速度分量

    a让    aC
    巩 a詈+考孑十考茎一n。匿]+I    。，匡i l誊一仉）
    0)  ．    (8)
  (Pll阮咄 2)鲁 -f022a +aay+卺    （P12怕  乏二兰；
    a口：    a1
    at    等 +鲁 +等
流相速度分量
    av.    a    兰    l
    (P12  - Pii    巩 2 aa +芬 +az -Pii  睡 +    几一㈦
    cn。2一n，＆：，雩≥ 一ID1：考}+考萝十考}一a．    cn：+n．，[|i；妻二z；]．    (9，
    ay：    a    !
    at    等 +芬 +蓑
固相应力分量



     aa. 塾J三
      at                         ar-
                   aayy                                                                            a oy
            at dll d12 d13 0 0 0 (10)
                           ay
   aau  du d22 d23 0 0 0
      at    d31 d32 d33  0  0  0    az
     aryz   o  0  0 d44  0  0  a
    at               aa + aa3
             0  0  0  0  dss  0  (J'
   a    万  0 0 0 0 0 d66 aa +aa
      at                         c   ax
                   a'y                                                                      aa y  + aa
      at                         c   ax

流相应力

    薯 一Q, aa  +Q2 aay +Q3 aa  +Re.  (11)

3  双相介质波动方程完全 匹配层格 式

    完全匹配层的思路是在波场模拟区域外围设置

一层特殊的网格边界，使地震波传播进去之后会波

场值随空间变化迅速衰减，直至完全吸收，而且不在

分界面上产生反射．

    以完全匹配层为人工边界进行基于广义正交多

项式迭积微粉算子波波场模拟时，我们要分别建立模

拟区域和完全匹配层的微分格式，计算时模拟区域和

完全匹配层之间的界面作为内部弹性界面处理．

    下面给出双相介质二维波动方程（不考虑衰减

函数）的完全匹配层格式．

    ___________________________-.‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘_‘______________一

    (1)将双相介质一阶应力一速度波动方程 的波

场分为与 z方 向有关 和与 z方 向有关 的两个子分

量 ：

    位移分量为

    '    玑 一 吼。+ vxz、口：= v：-+ vzt；

    V：一 Vr-+y:2、V:- V:-+V:2.

应力分量为

    6.- arr‘+a,iz.au一 a.1+ auz{

    Trz - k2+ Trzz、S— S2+S2，

式中上角标 x表示为沿 x方 向传播 的波，上角标 z

表示为沿z方向传播的波．

    (2)分裂波动方程组 ，波场各分量满足的方程形

式为 ：

    固相速度

                    a t +d(xⅫz2      aa

                                                                                                (12)

                       ,,   at                   az

               (P11P22 _P122)                    - P22 a~

                      a t +d(x~z'

                         at                 ax

                      a t + d(z~zz       aaz

                        at                 az

            a~ t +d(x)口z2   aa=

                                                                                                (13)

                                                              avt + d( z ~.z                  ah

            (P122_P11P22) ~           = P,2 _.,,

             at + d(x~z'

                         ax

             av~t +d(z~zz    aatt

                          8t                  az



固相应力
    aaj手+d(z)盯。2    ax
    a】    az
    a    dll  0    0    0  Q1
    aa手+d(z)d。2    az
    a．    0    0    0  d13    0    az
    aat+d(z)盯。z    d31  0  0  0 Q3  a口=
    a'    0    0    0  d33  0 0    az
    一    (14)
    aat+d(z)d。z    o  o  dss  o  o az
    a    az
    0  d55    0    0    0
    aat二+d(z)r。r    avxax
    a．    az
    a爱二+d(z)r。￡ az
    a    aZ
流相应力
    一a口工
    ax
    a    a口。
    a二+d(x R O
    巩+d(x  ≥ [X O R  ]囊 ．    Ⅲ，
    at：+d(z    o  R
    a￡    ax
    avz
    .az

    (3)完全匹配层的实现

    建立离散格式时，时间导数和空间导数与一阶
速度 应力弹性波动方程相同‘”]．

    PML吸收层是数值计算区域外增加网格层，它
是非物理的虚拟存在区域，如图1所示．在数值模拟
计算过程中，不同部分的衰减因子取值不同．在区域

1中，令 d(x)≠ 0；d(z)≠ 0．在区域 2中，令
d(z)一0；d(z)≠0.在区域3中，令 d(x)≠O；
d(z)一0．这样在计算边界的周围都有完全匹配层
吸收介质，波由区域内通过边界传播到完全匹配层
时，不会产生任何反射，并且按传播距离的指数规律
衰减，当波传播到完全匹配层的边界时，波场近似为

零，也不会产生反射．
    其中d(x)，d(z)采用2engc26]给出的公式
    ．    Z  ”
    d(x)一27rf。口o百   ，     (16)
    ．    Z  ”
  d(z)= 2;rfoao百  ·
口。需要实验求得，本文中取值为1. 79，fo是地震波
主频，咒取值为2，艿为PML匹配层的厚度，z，z是

PML内计算点到内部区域和PML层交界面的距
离．

    图1 PML吸收边界示意图
    Fig.l  Schematic diagram of the PML

    absoring boundary

4  数值实验

    本模型考察均匀各向同性双相介质在水平分界

面上的地震波波场特征．模型的网格剖分为 256×

256，以网格点为模型坐标，网格间距 Ar - Az一

10m，采样间隔At - lms，震源放在一层介质中，震

源为倾斜集中力源，震源采用 20Hz的Ricker子波，



坐标为 (128，120)，如图2所示，分界面为z一
150，模型参数如表1所示．

  图2 水平分界面模型

Fig.2  Plane interface model

表1  各向同性双相介质物性参数(N．Dai)

Table l    Isotropic two-phase media parameters

    注：dij、R.Q的单位是 l09kg．m-l．S-Z,6的单位是

kg．m-3．S-1,一的单位是l03 kg．m-3

    图 3为 0. 3s时的波场快照，从 图中可以看 到，

快纵波传播到界面并产生透射和反射 ，透射波 中可

见快纵波和转换横波 ；反射 的快纵波 已经超过慢纵

波，快纵波产生的反射波中出现转换的慢纵波和折

射波，此时慢纵波也传播到界面，透射产生了转换的

快纵波 ，反射波有慢纵波和转换的快纵波；同时从图

中看到快纵波传到了边界但是没有反射 ，说明 PML

边界能很好的吸收边界反射 ，PML边界条件解决 了

    图3 各向同性Biot双相介质模型流相(a)和固相(b)波场快照
    (t=300 ms，左：水平z分量，右：垂直z分量)

Fig.3  Wave-field snapshots in isotropic Biot two-phase media model, fluid phase (a), solid phase (b)

    (t=300 ms, left:z component, right:z component)



    1  图4 各向同性Biot双相介质模型流相(a)和固相(b)弹性波场记录

    （左：水平z分量，右：垂直z分量）

Fig.4  Records of the Biot two-phase media model, fluid phase (a), solid phase (b)

    (left:z component, right:z component)

本文所构造方法的边界问题．该模型试验说明两层

双相介质界面上会产生三类波，即快纵波、慢纵波和

横波，快纵波和慢纵波遇到界面产生透射或反射时

也会相互转换；由于下层介质具有很大的衰减系数，
慢纵波一经形成就很快被吸收，所以图中看不到透

射的慢纵波；慢纵波的能量在流相中更大，而转换为

快纵波后变得在固相中相对明显．三类波的速度由
大到小依次为快纵波、横波和慢纵波，这在接收记录

图4也得到很好的体现．界面上的波场特征是波场

模拟研究的主要内容，因为地震勘探首先要获得地

下界面上的反射波信息．地震波在不同介质分界面
上产生透射和反射时，不仅会有透射波、反射波和折

射波，还会有不同种类的面波，双相介质分界面的波

场特征尤为复杂，这些都是值得深入研究和分析的

地方．

5  结论与讨论

    本文发展了一种全新的、高精度的地震波场模

拟方法一基于Forsyte广义正交多项式的迭积微分

算子法，该方法同时具有广义正交多项式方法的高

精度和短算子有限差分算法的高速度，采用时间错

格有限差分算子替代传统的差分算子以匹配高精度
的空间迭积微分算子．

    本文在边界条件的处理上，采用最佳匹配层吸



收边界条件．事实证明相对其他边界条件 ，最佳匹配

层吸收边界条件能有效吸收边界反射，解决 了本文

所构造方法的边界问题．

    Biot双相介质波动是固相和流相耦合的波动方

程，在应用迭积微分算子法时首先要将固相位移分

量和流相位移分量 分解 开来 ，然后建立 了一阶速

度一应力波动方程．并推 导了其 PML吸收边界格

式，通过模拟实例验证了 PML吸收边界的优越性．

    数值试验表明，本文所构造的基于 Forsyte广义

正交多项式褶积微分算子法的正演结果正确，并且由

于该方法在空间域可同时兼顾波场解的全局信息与

局部信息 ，因而对于复杂介质模型 ，该数值模拟方法

在空间域中能获得较高的分辨率，因而精度较高．
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